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Unter der Voraussetzung, dass die Bewegung eines festen Körpers in einer tropfbaren 
Flüssigkeit ohne Reibung vor sich geht, sind die Differentialgleichungen dieses Problems zuerst von 
Euler und in anderer Form von Lagrange aufgestellt worden. Dieselben sind unter den Namen 
der Euler^schen und Lagrange'schen hydrodynamischen Gleichungen bekannt. 

Allein lange Zeit hindurch war eine Integration dieser Gleichungen, selbst unter den ein- 
fachsten und beschränkendsten Annahmen, nicht vollzogen worden, so dass Navier^) glaubte, es habe 
dies seinen Grund in der ünvollkommenheit der bekannten Integrationsmethoden, welche nicht einmal 
für den Fall des einfachst gestalteten Körpers — der Kugel — und einer unzusammendrückbaren 
Flüssigkeit von unendlicher Ausdehnung auszureichen schienen. 

In der Qesammtsitzung der Berliner Akademie vom S.Januar 1852 teilte jedoch Lejeune 
Dirichlet*) mit, dass die Meinung Naviers grundlos sei, da sich das Problem vollständig behandeln 
lasse, sobald der feste Körper die Gestalt einer Kugel oder eines Ellipsoids habe und falls seine Dichte 
constaut oder bei der Kugel in concentrischen Schalen constant sei. Er gab die Lösung vollständig 
für den ersten Fall, die Kugel. 

Hieran anknüpfend, behandelte C I e b s c h die allgemeine Aufgabe im 52. Bande des Grelleschen 
Journals und gab die Integration der hydrodynamischen Gleichungen unter der Annahme, dass der 
feste Körper ein homogenes EUipsoid ist. 

Ferner beschrieb Hoppe im 93. Bande von Poggendorffs Annalen die Bewegung eines 
Rotationskörpers in der Richtung seiner Axe. 

In ein neues Stadium trat dies Problem dadurch, dass Thomson und Tait^) die Diffe- 
rentialgleichungen der Bewegung des festen Körpers aus dem Hamiltonschen Princip ableiteten und 
die Integration derselben für die einfachsten Fälle ausführten. Sie beschrieben die Bewegung eines 
Rotationskörpers unter der beschränkenden Annahme, dass sich derselbe um seine Rotationsaxe nicht 
dreht und diese eine feste Ebene nicht verlässt. 

G. Kirchhoff hat dann im 71. Bande von Grelles Journal den Differentialgleichungen der 
Bewegung eine äusserst elegante Gestalt gegeben. Die Bedingungen unter denen er dieselben auf- 
gestellt hat, sind diese. 

Es bewegt sich ein fester Körper von beliebiger Gestalt und beliebig verteilter Masse 
reibungslos in einer tropfbaren, homogenen, unzusammendrückbaren Flüssigkeit von unendlicher 



') R68um6 des legons de M^caniqae donn^es ^ TEcole polytechniqne par Mr. Navier. pag. 480. 
') Verhandlangen der Königl. Prenss. Akademie zu Berlin. 1852. 

') Treatise on natural philosophy, Oxford 1867, pag. 264. Dentsch: Handbuch der theoretischen 
Physik I, 1. § 333. 
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Ausdelmung, auf deren Teilchen keine Kräfte wirken und in weicher keine Wirbelbewegungen statt- 
finden. Die Geschwindigkeiten der Flüssigkeitsteilchen sollen stetige Functionen des Orts sein, und 
die auf den Körper wirkenden Kräfte sollen ein Potential besitzen, das nur von der Lage des Korpers 
abhängt. Der Bewegungszustand des ganzen Systems soll aus dem Zustande der Ruhe hervorge- 
gangen sein durch Kräfte, die auf den Körper wirkten. 

um das System der unter diesen Gesichtspunkten aufgestellten Differentialgleichungen 
integriren zu können, nimmt dann Kirchhoff weiter an, dass die auf den festen Körper ein- 
wirkenden beschleunigenden Kräfte verschwinden. 

Es sollen für diesen Fall die Differentialgleichungen nebst ihren von Kirch hoff ermittelten 
Integralen angeführt werden. 

Das Coordiuatensystem der ^, 37, 4 sei ein im Räume festes; das der x, y, z sei ein im 
Körper festes und dem Systeme der §, 1/, ^ congruent. Es ist dann: 

§ = a + aix + a2 j -j- OS z 
(1) rj = ß + ßxx + ßty -\' ß^z 
C = y + yix + y2 y + ys z, 
wo 

a, /?, y die f, ??, g Coordinaten des Punktes (x = 0, y = 0, z = 0) und ai, 0«, as, /Ji, />«, /Js, 
yi, y2, ys die 9 Richtungscosinus der beiden Axenkreuze zur Zeit t sind. . 

Die Bewegung des Körpers wird vollständig bestimmt sein, sobald man diese 12 Coeffi- 
cienten in Functionen der Zeit dargestellt hat. Diese Darstellung ist mithin das Ziel der Untersuchung. 
Es ist nämlich: 

ai = cos (x,^) «2 = cos (y,§) «8 = cos (z,§) 
ßi = cos (x,?;) ß% = cos (y,3y) ßz = cos (z,??) 
yi z= cos (x,C) y% = cos (y,0 y» = cos {z£) 
and da beide Coordinatensysteme congruent sind: 

ai 0» OS 

ßl ß2 ß5 = 1. 

yi ya ys 

Zwischen diesen 9 Richtungscosinus bestehen Gleichungen, die ihre gegenseitige Abhängig- 
keit ausdrücken und die der Vollständigkeit halber hier angeführt werden sollen. Diese sind: 

ah + ah + ah — 1 ah + ß^i + yh = 1 

(2) ßh + ßh + ßh = 1 ah + ßh + y22 = 1 

yh 4- yh 4- y*s = 1 ah + ß^^ -f- y^s = 1 

/?! yi -f" /ö?2 y2 -f- /?8 ys = a2 ca -i- ßt ßi -j- yi yz = 

(3) yi cri -)- y2 «2 + ys OS = as ai -^ ßz ßi + ys yi = 

«1 ßl + «2 j^2 + «8 j^s = «1 a% + ßl ß% + yi y2 = 

ai = /?2 ys — ßz y% ai =: ßz yt — ßi yz as = ßi y9 — ßi yi 

(i) ßl := yi az — ys a2 ßi = yz ai — yi os ßz =^ yi ca — y2 ai 
yi = ai ßz — ccz ßi yt =z otz ß\ — ai ßz yz = ai ßi — oi ßi. 
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. Dy 


D/? + 


y» , 


. Dy 


D/J + 


y» 


. Dy. 



Die Geschwindigkeitscomponenten eines Punktes nach den Richtungen der x, y, z seien 
bezüglich u, v, w. Ihre Definitionsgleichungen lauten dann, falls das D die Diflferentitation nach 
der Zeit andeutet: 

u = ai . Da + ß^ 

(5) V = «2 . Da + ß^ 

w = OS . Da + (fz 

Eine Folge dieser Gruppe ist das System: 

Da = aiu-f a2V + «8W 
(6) Dj» = /Ji u + /!?2 V + /J» w 
Dy = yi u + ya V + ys w. 

Die Componenten der Rotationsgeschwindigkeit nach den Axen der x, y z zur Zeit t 
seien bezüglich p, q, r. Später werden mit p', q', r' die Componenten derselben Rotations- 
geschwindigkeit genommen nach den Axen §, ??, ? bezeichnet werdea. 

Es bestehen dann die Gleichungen: 

Dai = qos — Tai Da» = rai — pas Das = paa — qai 

(7) D/5?i = qßs — rßi Dß2 = r/Ji — p/Js Dßs = p/?2 — qßi 

Dyi = qys — rya Dy» = ryi — pya Dys = pya — qyi. 

Die kinetische Energie T des ganzen Systems ist, wie Kirchhoff gezeigt hat, eine 
homogene Function zweiten Grades der 6 Veränderlichen u, v, w, p, q, r, deren 21 Constanten 
sich additiv aus zwei Gliedern zusammensetzen, von denen das eine von der Gestalt der Oberfläche 
des festen Körpers und der Dichte der Flüssigkeit, das andere von der Art der Massenverteilung im 
Innern des Körpers abhängt. Man hat somit: 

2T = cu u^ + 2ci2 UV + 2ci« uw + 2cu up + 2ci5 uq + 2ci6 ur 
(8) + C22 v« + 

+ 

+ €5*5 q* + 2c56 qr 

+ C66 r*. 

Die von Kirchhoff aufgestellten Differentialgleichungen lauten unter Ausschluss be- 
schleunigender Kräfte: 

dT dT ^ öT öT öT öT dT 

= q -7 — — r — - D — — = V -- — — w— — + q — — — r — — 

ow dy dp ow ov or oq 



D 


dT 
du 


(9) D 


dT 

dv 


T» 


dT 



dT dT ,^^^ ^ dT dT dT . dT dT 

= r — — — p — — (10) D — — =: w — u — — + r — p — r- 

dn ^ dw ^ ' dq du dw ^ dp ^ dr 

dT dT „ dT dT dT . dT dT 

— ^~rr D — — = u — — — V — - + p— q 





dT 


V 


dw 




dT 


w 


du 


^■1 


dT 



dw ^ dy ^ da dr dy du ^ dq ^ dp. 

Diese Differentialgleichungen werden befriedigt durch p = 0, q = 0, r = und falls 
u, V, w Constanten sind, welche der Gleichung genügen: 

dT . dT dT 



u : V : w = — — • — — • -- — 

du dv dw 
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Aus dieser particalären Lösung zieht Eirchhoff dann den Schluss, dass es für jeden 
Körper 3 und im Allgemeinen nur 3 zu einander senkrechte Richtungen gibt, in denen derselbe 
in der Flüssigkeit fortschreiten kann, ohne sich zu drehen. 

Als Integrale dieser Systeme gibt er an: 

(11) 2T = h 

dT dT dT 

= k ai — — -h «2 -— - 4- 03 — — = 1 + ßk" — yk' 

dp oq ÖT 



cn 


dT 
du 


ß^ 


dT 


du 


«j« 


dT 



+ c« 


dT 
dv 


■hß» 


dT 
dv 


1 _ «<.> 


dT 



+ as 


dT 
dw 


+ /S» 


dT 
dw 


I Mi» 


dT 



-f- «2 


dT 

dq 


+ /?» 


dT 
dq 


* Ain 


dT 



(12) /»i -^ + /?2 ^ + /?3 ^ = k' (13) ßi-Y^+ß2-^+ ßs -—= r + yk - «k- 

()T dT dT 

yi -T— + yt —— + yz — — = k" yi --— + y2 -— + ys — — = 1" + ak' — /?k 

' du dv dw ^'P ^q ^J^ 

wo h, k, k', k", 1, 1', 1" willkürliche Constanten sind. Aus diesen beiden Gruppen iiblgen auch die 

Gleichungen : 

/ dT \2 / dT \2 / dT \2 

du dp dv dq dw dr 

Liegt ein Körper vor, der in Rücksicht auf Gestalt und Massenverteilung mindestens zwei 
Paare aufeinander senkrecht stehender Symmetrieebenen besitzt, welche alle durch die xAxe gehen, 
so nimmt — bei passender Wahl des Coordinatenursprungs auf der xAxe — der Ausdruck für 
die doppelte kinetische Energie des ganzen Systems die Form an: 

(16) 2T = Ap« + B (q2 + r«) + Ai u« + Bi (v« + w«). 

Für solche Körper, die nach Gestalt und Massenverteilung den Charakter eines Rotations- 
körpers besitzen, hat Kirchhoff das Problem weiter behandelt und gezeigt, dass es auf die 
Umkehrung elliptischer Functionen führt. 

In zwei speciellen Fällen hat er dasselbe vollständig zu Ende geführt; nämlich in dem 
Falle, dass der Körper um seine Rotationsaxe nicht rotirt und diese Axe eine feste Ebene nicht 
verlässt, und zweitens, falls ein Punkt der Rotationsaxe eine Schraubenlinie beschreibt. Anknüpfend 
an diese KirchhoflTsche Abhandlung, ist von Köpke^) der allgemeine Fall der Bewegung eines 
Rotationskörpers insofern erledigt worden, als er alle veränderlichen Coefficienten in Functionen der 
Zeit mit Hilfe von Thetafunctionen darstellt und die Aufgabe so der .numerischen Berechnung 
zugänglich machte. 

Diese Köpke'schen Formeln sind dann von Schülke^) vereinfacht worden, und es ist 
gezeigt, wie man durch kleine Umformungen der Kirchhofif'schen Gleichungen in allen Fällen eine 
deutliche Vorstellung des Bewegungsvorganges gewinnen kann. 

Clebsch hat im 3. Bande der Mathematischen Annalen das System der Kirchhoflf 'sehen 
DifPerentialgleichuugen einer genaueren Betrachtung unterzogen und drei neue Fälle angegeben, in. 
denen das Problem auf Quadraturen zurückgeführt werden kann. 

') Mathematische Annalen XII. Band, pag. 387. 
') Inangaral-Dissertation, Königsberg 1882. 
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Im 14. Bande der Mathematischen Annalen ist von Herrn Prof. H. Weber eine elegante 
analytische Darstellang der Bewegung eines festen Körpers, welcher drei zn einander senkrechte 
Symmetrieebenen besitzt, mittels Thetafunctionen zweier Variabein gegeben worden. In dem vierten 
Paragraphen dieser Abhandlang ist gezeigt, wie man za einer Lösung dieses Problems auch durch 
die ümkehrung hyperelliptischer Integrale gelangt. 

„Aaf Grund der in diesem Paragraphen entwickelten Formeln sollen nun alle die Fälle 
^mittelt nnd behandelt werden, in denen sich die Bewegung eines festen Körpers vom Charakter 
des dreiaxigen Ellipsoids durch die ümkehrung elliptischer Integrale, d. h. durch elliptische 
Functionen und elliptische Transcendenten darstellen lässt." 

Die doppelte kinetische Energie des ganzen Systems ist in diesem Falle: 

(17) 2T = Ap2 -h Bq2 + Cr« + Aiu« + Biv» + Ciw» 

es wird: 

dT dT dT 

— - = Ap, — — = Bq, — — = Cr; 

, dp dq dr 

^ ^ dT dT dT 

= Aiu, =: Biv, -- — = Cl w. 

du dv dw 

Es ist angenommen, dass zwischen den ihrer Natur nach positiven Constanten des Körpers 
die Beziehung besteht: 

(18) AAi (Cl — Bi) + BBi (Ai — Ci) + CCi (Bi — Ai) = 0. 

Setzt man in den KirchhoSTschen Integralgleichungen k' = k" = 0, wodurch man über 

die Richtung der ?Axe, und ferner V = V = 0, wodurch man über die Lage derselben verfügt, 

— was beides ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit geschehen kann — , so lauten diese Gleichungen 

11, 12 und 13: 

(11) 2T = h 

Aiaiu-f-Bicif2V+ Ciasw = k Aaip + Ba2q.+ Ca8r^l 

(12*) Ai /»i u + Bi /J2 V + Cl /?8 w = (13*) A ßi ^ -+ B ß2 q + C ß9T = yk 

Aiyiu + Biy2v+Ciy3w = Ayip + By«q + Cy8r= — ßk. 

Die Gleichungen 12* werden befriedigt durch: 

(19) Ai . u = k ai, Bi . V = k OS, Ci . w = k a$, 

was aus den Gruppen (2) und (3) leicht ersichtlich ist. 
Es ist: 



(20) k = + y/AWo + Bh v^o + C«i wV, 



wo die mit dem Zeiger o versehenen Buchstaben die Geschwindigkeitscomponenten zur Anfangszeit 
to bedeuten. 

Setzt man 1=0, was eine Beschränkung der Allgemeinheit ist, so wird aus (13*): 

A /?i p + B /Ja q + C /Js r = ky, 

(21) Aaip + Ba2q + Ca8r = 0. (22) .'^ Ip In \a 

^ ^ ^' ^ ^^Ayip+By2q+Cy3r = — kß. 
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Die Differentialgleichungen (10) werden: 

Ci — Bi 
A Dp = (C — B) qr + k» ^ p^ <» <» 

Ai — Ci 

(23) B Dq = (A — C) rp + k* ■ „^ oa ai 

Bi — Ai 
C Dr = (B — A) pq + k" „^ . ^ cn er», 

als deren Integrale man findet: 

, , , Ai Ci B o Bi Ai C g 
a«i = 1 + q* r* 

k«(At— Ci) ^ k»(Bi-Ai) 

, B» Ai C , Ci Bi A g 

fOA\ crt = m + r* q 

^2^^ k2(Bi-Ai) k«(Ci-Bi) ^ 

, , Ci Bi A „ Ai Ci B « 

k»(Ci — Bi) ^ k«(Ai — Ci) ^ 

wo 1, m, n willkürliche Constanten sind, welche der Bedingung genügen müssen: 

1 + m + n = 1. 
Es sind nun an Stelle von ai, oa, oa zwei neue Veränderliche xi und xs, und femer fünf 
neue Constanten eingeführt, indem gesetzt wurde: 

« ^1 XI . (Jl — X2 , di — dA , di — 06 

a*i = 1 = 

dl — di , dl — ds dl — di , dl — ds 

/ftt\ 9 ^« — XI , di — X2 rnn\ ^* — d4k . di — ds 

(25) OTi = ; ;; — (26) m = 



ah = 



di — ds ^ di — dl di — ds , di — di 

ds — XI . ^3 — xä ds — dl . ds — ds 



ds — dl . ds — di ds — di , ds — di 

Bedeuten fi und v willkürliche Constanten, so wird allen Anforderungen genügt, wenn 
man setzt: 

(27) dl = '^ + V, di = -^ + V, ds = -i^ + V. 
^ ^ A ' B ' C 

Es soll gewählt werden ^ > falls A > B > C 

/i < falls A < B < C, 
so dass stets: 

dl <^ di <C ds. 
Man findet die Veränderlichen xi und X2 zu jedem reellen Wertsysteme der ai, o», o» 
eindeutig und reell als die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

of*i ah cfii 

F" + 7" + T~ = 

X — Ol X 02 X — 03 

und es liegen die Wurzeln so, dass 

dl <C XI <C di <C. Ti <C ds. 
Die Constanten di und ^5 ergeben sich in ähnlicher Weise als Wurzeln der Gleichung: 

1 m n -, 



d — dl d — di d — ds 



Ihre Wurzeln ^4 und (Js sollen, so gegen xi und x» liegen, dass 

(29) XI < (J4 < X8 < ^5. 

Es ist dies erforderlich, damit p, q, r reelle Werte erhalten; was die nachstehende 
Gleichungsgruppe lehrt, die eine Folge der Integralgleichungen (21) und (24) und der Definitions- 
gleichungen (25) von XI und X2 ist. 

Setzt man: 

/S^ = (J2 — dz) {dz — dl) (dl — ^2) 



i/l, 2, 3, 4, 5, X = J{di — x) (^2 — x) (ds — x) (d^; — x) (ds — x) 



so wird: 






= v'tt;^ •v«-J-»)iv/''*'''"V^^^^~ \/'- *• '• " v^'' '• 



XI 



Die Gleichungen (7) bestimmen p, q, r eindeutig. Durch Eintragung der Werte p, q, r, 
Ol, 0», «3 aus den Gruppen (25) und (30) in die Gruppe (7) findet man: 

dt M (xi — X») ß (xi) R (xs) « 

(31) ' ^ . J oder: (31*) ' ' „ , '*^ 

dx» "^ V^ XI dxi ^ X» dx2 2 k V* 

=: R (X2) (Xl — V) h =: y^\, 

dt /U (X2 — Xl) R (xi) R (Xj) II 



Es ist: R (x) = J— {di — x) (02 - x) {da — x) ((J* — x) (cJs — x). 

A bedeutet eine willkürliche Constante, die wir positiv nehmen, sobald Ai •< Bi < Ci ist» 
was ohne Beschränkung der Allgemeinheit vorausgesetzt werden darf. 

Es bestehen die Gleichungen: 

, , , .V A (Bi — Ci) , B — C 
A. [da — 03) = 5^ '— = — l fi 



Bi Ci B C 

. 3 , . .. B (Ci — Ai) , C — A 

X, (03 — Ol) = ^ = /, U 

^ Ci Ai CA 

, , . . . C (Ai — Bi) , A — B 
l (öl — d«) = ^^ '— = — Ji u 

Ai Bi AB 

X und fi hangen mithin derart von einander ab dass: 

_ ^ ^ Ai Bi Ci ^ Ai (Bi — Ci) ^ Bi (Ci — Ai) ^ Ci (Ai — Bi) 
'*ABC B — C C — A A — B 

• •«»»•«•• 

• •• •:• ••* 

• • • • • - • 
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Durch Integration der Gleichungen (31*) und ümkehrung der auftretenden hyperelliptischen 
Integrale findet man xi und xa in Function der Zeit, und kann somit oi, on, as, p, q, r als 
Functionen der Zeit darstellen. 

Die Ermittelung der übrigen Unbekannten des Problems erfordert noch zwei Quadrataren. 
Bezeichnen p', q', r' — wie schon erwähnt — die Componenten der Rotationsgeschwindigkeit nach 
den Axen der ^, t/, ^, so hat man: 

p' = ai p + cf2 q + as r 
(32) q' = /?i p + /?a q + /?3 r p'2 + ^'2 + ^'2 _ p2 + ^2 + ^2 
r' ^= yi p -J- y2 q + ys r 

Aus der ersten Gleichung der Gruppe (32) ergibt sich p'; aus den beiden letzten findet 
man unter Rücksichtnahme auf die Gruppen (4) und (7) : 

r' Dq' — q' Dr' = Dai Dp + Da2 Dq + Das Dr 

also: 

^ ^ q' Dai Dp + Da2 Dq + Das Dr 

D arctang — -^-- = * 

*=* r' p« + q« + r« — p'« 

Durch eine Quadratur wird arctg — — gefunden; nimmt man die Gleichung hinzu: 

r' 

q'2 + r'8 = p« + q8 + r« — p'^ 

so findet man q und r in Function der xi und X2. Hiemach wiederum erhält man ßi, ßt^ ßz^ 

yi, y2, ys durch Auflösen der linearen Gleichungen: 

/?! Doi + ß2 Dc2 + ßz Dos = r yi Dai + y2 Da2 + ys Das = — q 

/Jip +/^«q +/?sr =q yip +y2q +ysr = r 

ßi ai + ß2 m + ßs as =0, yi ai + y2 02 + ys as = 0, 

deren Determinante von Null verschieden ist; 

Dieselbe ist: (Dai)» + (Da2)« + (Das)« = q'« + r'». 
Auf diese Weise findet man : 



, ^ ^^V^^ )^A 5, XI ^1, 2, 3, X2 - ^4, 5, X2 ^1, 2, 3, xi 

fi, (Xl — X2) ) 



k v^ 



, V — ÖA » /(* — Xl) {05 — X2), 

kV^^ „-^5 /((fi - Xl) ((J4 - X2) ; 



y/ÖA—dä 



W2, 3, 5, X2 %/l, 4, XI - J2, 3, 5, xi Jl, 4, X2 
/?i = - 



(xi — X2) J{di — 02) (3i — ds) {ÖS - 04) 



! • • • • 
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Js, 1, 5, X» J2, 4, XI — J3, 1, 5, XI J2, 4, X« 



/?3 = 



yi = 



y» = 



ys = 



(XI- 


- ») ^/(«J» 


— ^3) (dj - 


■ (Jl) ((Js 


d*) 


y/l. 2, 5, 


X. y'a, 4, 


X, y/l, 


2, 5, XI 


y/3, 4, X« 


(XI- 


- X») J(Sa 


cJi) (<Ts 


(Ta) (di 


-d,) 


y/2, 3, 4, 


z» t/l, 5, 


y/2. 


3, 4, XI 


i/l, 5, X» 


(XI- 


■ «) y^(di 


— «f«) (dl — 


da) (dt 


dr.) 


y/s, 1, 4, 


M y/2, 5, 


XI - y^3, 


1, 4, XI 


\/2, 5, X. 


(XI- 


- X») J{d» 
X» 1/3, 5, 


— ds) (di — 
^' - \/l. 


dl) {3* 


d5) 


y/l, 2, 4, 


2, 4, XI 


J3, 5, X» 



(xi — X2) Jid9 — dl) (ds — 02) {di — 35) 
Aus der Gleichungsgruppe (22) ergibt sich: 



X I \/ 1 





ß = —^^33::^^ • 7(^4 — xi) (d* — x«), y = ————-- ^ /{ds — xi) (05 — X«). 

% / J4 rfs ^ \ / ds ^4 

Die erste Gleichung der Gruppe (6) liefert: 

Da = k — ^ + -=^ + -^^ + . , 
I Ai Bi Ci I' 

hieraus wird: 

Da = —7— — (v — ^4) (v — ds) H (v — xi) (v — x«), 

K fl jil 



V Ai Bi Ci / 



tiail endlich: 

^ = ) jl. + i^L (rf, + ^5) _ -^ d4 d5 ! t - — ! / -^^^-^ + ' ^"' ^' 




k iu ' /£ \ 2 I R (xi) f R (xä) 

Durch diese Formeln sind alle zwölf CoefGcienten, welche die Bewegung des festen Körpers 
in der Flüssigkeit bestimmen, eindeutig in Functionen der xi und xa ausgedrückt; und diese findet 

man wiederum durch Umkehrung hyperelliptischer Integrale als Functionen der Zeit. 

2* 
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Die Ungleichungea (28) und (29) lehren, dass im Ganzen vier verschiedene Fälle möglich, 
die in nachstehender Tafel aufgeführt sind. 

I dl <C XI < d* <C ^2 <C X2 < dö < ds 

n tfl < XI < d* < (^2 < X2 < (»3 < (JS 

m dl < XI < & < d* < X2 < (Js < d3 
IV dl < XI < d2 < d4 < X2 < da < ds. 

Der Zweck dieser Arbeit ist nun — wie schon oben erwähnt — alle jene Fälle zu 
ermitteln und zu behandeln, in denen die hyperelliptischen Integrale zu elliptischen werden, unt-er 
der Voraussetzung, dass der feste Körper in Bezug auf Gestalt und Massenverteilung den Charakter 
des dreiaxigen EUipsoids behält. Es sind mithin die Fälle aufzusuchen, in denen der Radikand von 
R (x) von nicht höherem als vierten Grade wird, ohne dass unter den drei Grössen di, d2, ds zwei 
einander gleich werden. Dies tritt ein, falls di oder ds in eine der drei Grössen di, Ö2^ ds übergeht 
oder falls d« = ds wird. Mit Rücksicht auf obige Tafel ergeben sich im Ganzen folgende neun Fälle : 

1. dl < XI <C d4 < d2 <I X2 <;; ds = ds 

2. dl <C! XI < d2 <[ d* <::^ X2 < ds = ds 

3. dl <C XI <C d4 = d2 < X2 < ds < ds 

4. dl < XI < di = d2 < X2 < ds < ds 

5. dl = XI = d4 < d2 <^ X2 < ds •<! ds 

6. dl = XI = di <^ 02 <d X2 <C ds <C ds 

7. dl < XI < d4 < da = X2 = ds < ds 

8. dl < XI < d2 < d4 = X2 = ds < ds 

9. dl <[ XI < d2 < d4 = X2 = ds < ds. 

Bevor wir zur Betrachtung der einzelnen Fälle schreiten, sollen die Integrale, durch deren 

ümkehrung wir die Hülfs veränderlichen xi und X2 oder ihre transformirten Werte in Function der 

Zeit darstellen, unter der Annahme behandelt werden, dass irgend zwei uud nur zwei der fünf 
Grössen d einander gleich sind. 

Wir setzen : c = di = dk (i, k = i, 2, s, 4, 5) 
und bezeichnen die drei übrigen d ihrer Grösse nach mit €1, «2, «s, so dass: 

€1 < €2 <C ^8- 

Dann wird: R (x) = (« — x) SR (x), 

wo: 81 (x) = x/— {ei — x) {€2 — x) (es — x). 

Die Differentialgleichungen (31*) werden: 



dxi dxi 
(e — xi) dt (xi) (c — xs) 91 (xj) 

XI dxi Xi dxa 


2k v/i 
dt 

2k v^i 

»1 ä 


(e — xi) <R (xi) (e — x») 3t (m) 


/* 
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oder: • dxi __d«_ ^ g /T-lJlUL dt 

ffl (xi) ^ 3i (xj) i« 

(« - xi) dxi (ei - X») dx« ^ 2k /T^^-" dt 

(e — xi) Si (xi) (« — xs) 91 (xs) /* 

Haben xi und xs zur Zeit t = die Werte xi(*>) und xa^'^ so lauten die Integralgleichungen 

des Problems: 

XI xa 

d^ + T— ^ = 2k N/T-i^l^ t, 




3i (x) J 8« (x) 

il(0) X2W 

XI xa 



f ei^x dx r ei ~x dx ^ g^^ y/T^^-^ .t; 

J 6 —X SR (x) J e — x SR (x) AI 

Xi(0) X2(0) 

wo: SR (x) = %/ — («1 — x) («2 — x) (es — x), 

€1 < €2 < £3. 

Setzt man: x — «i = («2 — €1) z*, es — x = (es — ei) (1 — x^ z*), 

€2 — X = (£2 — €l) (1 — Z*), € — X = (c — «O (1 — ^* »* 2^), 

62 — €l €3 €1 

wo: x^ = 1 a*^ = 1 



€3 — €1 e — €1 

i/l — a« v/l — x2 a« 

80 lauten diese Gleichungen, nachdem man beide Seiten der zweiten mitj_ i multi- 

plizirt hat: ^ 




ZI zs 

dz . / dz 



+ / - — - ' -'^^/m^-^o-^ 



. t 



y/(1 — z«) (1 — X« z«) j J {l " z2) (1 — x2 z«) 

Z1<0) Z2(0> 

ZI , / Z2 

2 




X' 



a ^1 _ a» . y/l — X« a» . z« dz /"x^ a^ ^1 — a« . y/l - x» a« . z« dz 



(1 - x2 a« z«) y (1-z«) (1 - X« z«) J (1 - x2 a« z«) ^ (1 ~ z«) (1 - x« z«) 

= - Ir v/;t ^^~^'^ (g- ^3^ €1 -y ^ ^^ 
Setzt mau ferner: 

ZI Z2 

_ dz 

ui = 



r dz ^^_ r 

J » /(l - /.«) (1 - X« z*) J \/(l - 



/ t/(l - /.«) (1 - X« z*) J y/(l - z") (1 - X* z«) 
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Zl(0) j5g(0) 

J y/(l - z«) (1 - X* z«!) J ^(1 - z^) (1 - X« z*) 

ZI = sinam ui, zi^®^ = siuam ui(®\ Z2 = sinam U2, Z2^°* = sinam «2^®^, 

a = siuam co, 
und bezeichnet man mit 11 (u, oi) das elliptische Integral dritter Gattung, so dass: 

X^ 8 (w) C (w) J (C£l) z^ dz 

il (u, w) = ' V y V y V y 




(1 — x« s« (w) z«) \/ (1 — z2) (1 - x« z2) 



80 werden die Integralgleichungen: 

' ' L . t. 



+ U2 = Ul(«) + U2^) + k Jk (£3 — 6l) -^ 



"^^^ . t. 



n (ui, co) + // (u2, (o) = n (ui(«\ w) + JT (u2to), w) — i^y A (^ •"" ^^^ (^ ~ ^^) . 

e — «1 (Li 

Nun ist : il (u, ü>) = u Z (w) + log ^^ , falls die Jacobische Theta- 

2 (u — (jj) 

function und Z die Zetafunction bezeichnet, so dass: 

z H = ^ ^°g Q ^") . 

doi 
Es wird: 

n (ui) + /I (U2) = (ui + U2) Z (cü) + -— log — -) — T-T",r7 — T T 

2 (Ul + Cü) (U2 + w) 

und mithin die zweite Gleichung: 

(ui — (o) (U2 — lü) _ (ui^Q) — fai) (u2(Q) — 0)) ^ . 2 const. . t. 

(ui + fti) (u2 + w) "" (uiW + a>) (u2(ö) + w) 
Die Integralgleichungen kann man schreiben: 

ui + U2 = a 

(ui — w) Q (U2 — cj) - 2t 

(Ul + £(*) (a2 + to) 

wo a and t lineare Functionen der Zeit sind; nämlich: 



a = mW + a«W + k » / A (es — ei) . — — . t. 

^ _ _L_ j^ (mW + a>) (nt(o) + fc> ) 
2 "^ (mW — w) (u2W — ta) 

V I ^ i^* V € — €1 . £3 — *^ 1 
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Nach art. 54 der Fund. nov. Jacobis ist nun: 

Q (qi fa)) (U2 lo) (m + U2 + ft>) 1 — X^ 8 (O)) 8 (Ul + U2 (o) Q (ui) 8 (u«) 



(Ul + (O) & (U2 + W) (Ul + U2 (Jü) 1 + X^ S ((!)) S (ui + U2 + w) S (ui) 8 (U2) 

daher wird; 

1 — H^ s (lü) s (gi + U2 — 0)) s (ui) 8 (u2) - 2 T Q (a + (o) 



1 + X^ 8 (O)) 8 (ui + U2 + w) 8 (Ul) 8 (m) & (O 0)) 

Q . . / I \ 1 H (a — (o) /.IX 1 H (a + w) 
betzt man: s (ui + U2 — m) = ^^ '—^ s (ui + 112 + w) = ^^ 

nnd berechnet aus der letzten Gleichung x . s (ui) . s (u2), so wird: 



T -T 



^ V , . (w) e . (a — Ol) — e (a — 0)) 

X . 8 (Ul) . 8 (U2) = ^— ^- • ^^ ^^ —* 

H (w) T -T 

e . H {a —<a) + e H (a + w) 
Mau kann aus den Additionstheoremen für cosam und A^^^ leicht die Gleichungen ableiten : 

C (Ul) . C (U2) = C (Ul + U2) + (J (ui + U2) . 8 (ni) 8 (U2) 

d (ui) . d (u2) = d (ui + 112) + X* . c (ui + U2) . s (ui) S (U2). 

Aus diesen kann man auch c (ui) . c (u2) und d (ui) . d (u2) durch Thetafunctionen und 
Exponentialfunctioneu, deren Argumente lineare Functionen der Zeit sind, darstellen. 

Es soll hier aber ein besserer Weg angegeben werden, zur Berechnung dieser Producte, 
der nämlich, welchen Rosenhain im ersten Capitel seiner preisgekrönten Abhandlung ^) über vier- 
fach periodische Functionen eingeschlagen hat. 

Setzt man: s = » vi = » V2 = 1 b = 1 wo K das vollständige 

2K 2K 2K 2K ^ 

elliptische Integral erster Gattung bedeutet, so wird: 

. 2 T _ ^01 ( vi — b) -^^01 (V2 — b) 

e ~~ '6^ol (vi + b) ^01 (v2 + b) 

Mit Hülfe von Beziehungen, welche zwischen den vier Thetafunctionen erster Ordnung 
bestehen, kann man diesen Quotienten auf drei Arten darstellen. Es wird dann: 

' ^^ _ ^T'oi ( vi) ^01 (v2 ) ; >oi (b) ^01 (s — b) — ^11 (vi) ^11 (v2) &n (b) ;^ii (s — b) 

~ ;>oi {\i) ^01 (v2) ;^oi (b) ;>üi (s + b) + ^n (vi) O-n (v2) -^11 (b) ;^ii (s + b) 

-^01 (vi) ^01 (v2) ^00 (b) ^00 (s - b) — -^10 (vi) ^10 (v2) ^11 (b) ;>ii (s — b) 



-2t 
e 

.2t 
e 



;^oi (vi) *oi (V2) ;5^oo (b) ;>oo (s + b) + ;>io (vi) »lo (v2) ^11 (b) -^11 (s + b) 

_ ^01 (vi) ■;>oi (v2) ;^io (i)) ^[fio (s — b) — ;»oo (vQ ^00 (V2) On (b) ;»ii (s — b ) 

;>oi (vi) -i^oi (v2) ;>io (b) ^10 (s + b) + ^00 (vi) *oo (v2) ^11 (b) ;>ii (s + b) 

Aus den letzten Gleichungen berechnen sich leicht die Ausdrücke: 

d-n (vi) i?u (v2) ^10 (vi) ^10 (v2) ^^^^ ^00 (vi) ^00 (V2) 

v>01 (vi) ^01 (V2) ^%l (vi) O'Oi (V2) ^01 (vi) ^01 (V2) 



') M^moircs present^s par divers savants ä TAcademie des Sciences. Sciences mathSmatiqaes et 
physiqnes. Tome XI. 
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Man findet: 



-T 



*ii (vi) *u (vs) ^1 (b) e ^1 (s — b) — e *oi (s + b) , . , . 

7-f 7-T' = TTX ^ = X S (Ul) S (uä), 

;^oi (vi) A)i (vO *11 (b) T -T V ^ V /1 

e *ii (s — b) + e ^11 (s + b) 
*io (vi) ^10 (va) ^ (b) e v^oo (s — b) — e ^oo (s + b) x , x , x 

*01 (vi) ^01 (V2) ^11 (b) T -T x' ^ ^ ^ ^* 

e ^11 (s — b) + e ^11 (s + b) 
*oo (vi) ^00 (v2) ^10 (b) e *io (s — b) — e *io (s + b) 1 . , x • , n 

^1 (vi) *)1 (V2) *11 (b) T -T X' ^ ^ ^ ^ 

e ^11 (s — b) + e *ii (s + b) 
Setzt man: xp (ui) = yl — x* a* s^ (ui), V ("0 "^ \/^ — x* a* s* (u2), 

80 findet man nach einigen Umformangen : 

. . , V ^01 ^10 (b) ^00 (b) 2 *ii (s) 
tp (ui) . V (^2) = t:: : ^^ 

e *ii (s — b) + e ^11 (a + b) 
Es lässt sich nun eine quadratische Gleichung aufstellen, deren Wurzeln s^ (ui) und s* (u2) 
sind. Dieselbe lautet: 

1 C^ (Ul) C« (U2) 1 d^ (UQ J^ (U2) 1 ^ y/« (Ul) tp^ (U2) _ 

1-|2 ' X'« . d« (Ol) 1— X« §» * X« X'2 C» {(ü) "^ 1— X^a«?^ ' ^8 c«(£0) d2(w) "" " 

und wird nach Einführung der Thetafunctionen und nach einiger Umformung: 

^ooM e »00 (s — b) — e ^00 (s 4- b) 1 _ >»io» } e ;»io (s — b) — e -»10 (s + b) { 

1 — ^ 1 — x« ^2 

4 »n^ (b) ^»11^ (s) ^ Q 
"'■ 1 — X» a2 ^» 

Nachdem man durch Auflösen dieser Gleichung s (ui) und s (u2) gefunden hat, ergeben 
sich leicht die Grössen c (ui), c (u2), 6 (ui), d (u2), xp (ui), xp (u2) in Function der Zeit. 

Es kommt jedoch nicht darauf an, diese acht Functionen gesondert darzustellen; vielmehr 
ist es von Wichtigkeit, die Verbindungen dieser Functionen zu berechnen, durch welche die 
Goefficienten des Problems ausgedrückt werden. 

Bosenhain gibt im ersten Capitel seiner erwähnten, berühmten Abhandlung im art. 8 
in der Gleichungsgruppe (31) eine elegante Darstellung von 11 Verbindungen obiger acht Functionen. 
Setzt man der Kürze halber: 

|i = s (ui), i?i = c (ui), ^1 = d (ui), xpi = xp (ui), 

^2 = S (U2), 1^2 = C (U2), f 2 = d (U2), Xp2 = Xp (u2), 
X'2 = 1 — X», X^ = X2 a«, il2 = 1 — k^, ly. 2 = X2 — A^, 

^°d- g) = e Vi (s — b) + e Vi (s — b). 
so lautet diese Gruppe: 
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1. v X . A fi . & = -2^ 

^ 3 3 y 

2. v/— • — • ^. . ,« = -^- 

3. v/^ . 4- • Ci . C. = -^-^ 

^ x' Am q> 

*• irxr ■ ~1J^ \ ^' "^ ^' ^'* ~ ^' '' ^* "^^ \ = 'f 

I — 

5. . ?: ) ^ m Ci V«* — §1 »^ ?> V»M = -^ 

Xi Xx ^« — |s« ) ( 9 

1 1 ^) 



^' \/^ ■ "TT ■ M-ig.« > ^* '* ^' ^* - ^* '^ ^* V'»* 1 = 



f)6 



Ax ^1* — §2« I \ 9 

7. -— . -— — - I fi ,1 f 2 I//22 — |2 3^2 Cl V'l^ > = -— • 

Diese sieben Quotienten sind dreifach periodische Functionen ihrer Argumente. Den 

Periodicitätsindices 0, » \u von x entsprechen in derselben Reihenfolge die Indices 

K. 

1, i » von s. 

K 

Die Functionen if>i bis (pi entstehen — abgesehen von einem Exponentialfactor — aus q>^ 
indem man seine Argumente um die Hälften conjugirter Indices vermehrt. 
Es wird: 

T -T T -T 

g)i = e Ä)i (s — b) — e ^01 (s + b) ^ö = e Ä)i (s — b) + e ^oi (s + b) 

T -r T -T 

9)2 = e &^ (s — b) — e ^oo (s + b) ye = e ^oo (s — b) + e v^oo (s + b) 

ys = e ^10 (s — b) — e ^lo (s + b) ^7 = ^10 (s — b) + e ^10 (s + b) 



-T T -T 



5P4 = e ^11 (s — b) — e *ii (s + b) y .^ e ^11 (s — b) + e ^11 (s + b). 

o X , , ^ *oi (b) *ii (s) 

\fV tpi . tp2 \ I doi (b) ^1 (s) 

'• -^ -J^^^^)^' «ys ?, - 1» ,x ?. J = 2 — ^— ^ — 

}/ X 1 tpi— ipi \ I *)i (b) ^ (s) 



i9oi . g> 



11- -p= { |i }?i ?8 — I» >/» fi V =2 

Vx' ;ii ;i« |i* — |i« / Ä)! . 9 
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Auch diese vier Verbindungen von elliptischen Functionen sind ebenso wie die sieben 
zuerst angegebenen dreifach periodische Functionen der Argumente s und r. Auch ihre Periodicität 

ist derartig, dass den drei Indices 1, i 1 der Veränderlichen s die drei Indices 0, 2i7rb, irv 

K 

von r in derselben Reihenfolge zugeordnet sind. 

Alle elf angeführten Verbindungen von elliptischen Functionen werden in den vier ersten 

Fällen unseres Problems eine Rolle spielen. 

In den beiden ersten Fällen ist: < zi^ < 1 < -^ < z«» < ^ 



Wir setzen daher: 



«. . ■ dz 

§1 = ZI = smam ui, ui 



x^ x^ a* 



J J{1 - 2«) (1 - k» Z«) 
^ 



§a = TS = sinam (u« + K + iE'), U2 




— z«) (1 — x2 z2) 

X 

Es wird: ui + U2 = a 

*oi (vi — b) -^10 (v2 — b) -2t 
= e 

^1 (vi — b) *io (v8 — b) 

^^- a = UlW + U2W + k I / A (€8 — €l) "" ~ '' • t. 



k \/ l {es — €i) 



T = TO + k 



Jl{e,-ei) j g - V z (w) + ^^-^ / {e- €,) . {b - es) j 
^ ) fi fi \ {e — ei) . (€3 — ei) \ 



1 , ;>01 (viCO) + b) ^10 (V2(0) + b) 

2 ^ ^01 (VIW — b) r%0 (V2W — b) 



uiW 112(0) 

falls: viW = -^ — , V2(0) = "^^ 



2K 2K 



Setzt man g = e 4K 



— iTra, so werden die acht Funktionen q> in diesen Fällen : 



i T -T i l T -T 

^1 = g / e ^10 (s — b) — ^ ^10 (s + b) l , q>s =-ig; e *oi (s — b) — e *oi (s + b) } , 

I T -T 1 I T -T 

^8 = ig ^ e *ii (s — b) — e ^11 (s + b) ) ' 9)4 = g < e ^00 (s — b) — e äm) (s + b) ^ ' 
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-T 



-T 



g>5 = 



ys = 



g ^ e -^10 (s — b) + e ^10 (s + b) ' , 9)7 = - ig ) e ^01 (s — b) + e Ä)i (s + b) 

T -T j ) T -r 

ig ^ e du (s — b) + e ^11 (s + b) } ' (p = g j e doo (s — b) + e ;^oo (s + b) 



Was die Formeln 8 bis 11 betrifft, wird: 

^ü ( s + -|- + -^) = g . doo (s) 



doi I s + 



■^0 



dio 



( 
( 
( 



s + 



s + 



2 


1 


2K 


1 
2 


+ 


iK' 
2K 


1 
2 


+ 


iK' 
2K 


1 


4- 


iK' 



\ = - g . ^10 (s) 

— j = ig . *" (s) 



Auch im dritten und Tierten Falle können die oben angeführten Formeln nicht unmittelbar 
verwendet werden. Denn in diesen beiden Fällen ist: — r- <C a* <C! o^i wir setzen daher: 



.2 



es ist : Z (w + iK') = 



ITT 

2K 



a = sinam (w + iK'); 
+ cot am ü) . Jäm (o + Z (co). 



. Die Integralgleichungen lauten hier: 

ui + U2 = a, 

dio (vi — b) vfio (v2 — b) -2t 

■ e 



wo: 



*io (vi + b) -dio (V2 + b) 

a = Ul«^) + U2W + k J (63 — €l) ~ 



. t 



= W + k y / A (€3 — €l) \ 



"■" ^ f \ J^ * V + 62 — V 



— €2) (« — €8) 



Vl^ 



€i) («3 — ei) 



1 , ;*io (vi(ö) + b) ^10 (v2«» + b) 

TO = lOff ^^ ^ ^ 

2 ^ *io (vi(»> — b) ^10 (v2W — b) 
Die acht Functionen g> nehmen die Form an: 



gpi = — ih 



g>% = h 



ijps = h 



g>4 = — ih 



-T 



-T 



T 

e -S-io (s — b) + e 1*10 (s + b) \ , ye = 



\ . CDS = 

f 



-T 



e ^11 (s — b) + e All (s + b) l , yö = — ih J e du (s — b) — e *ii (s + b) L 



( 



i T -T 

h / e *io (s — b) — e dio (s + b) } , 



e doo (s 



-r 



T -T 

b) + e *oo (s + b) l ^7 = h ^ e *oo (s — b) — e doo (s + b) 



-T 



-T 



e *öi (s — b) + e #01 (s + b) ^ ^ y = — ih { e *oi (s — b) — e *oi (s + b) J • 

3* 
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ttK' 



wo: h = e 4K 



— n\h. 



Ferner wird: -^i (b + j = ih ^u (b). 



Wenden wir uns nun zu der zur Berechnung von « erforderlichen Integration. Es ist: 

1X1 X8 

r xi^ dxi / X8^ dX2 

J R (xi) J R (X2) 

X* dx x^ dx 



Es wird: 



€^ ei — X 



R (x) (€ — x) SR (x) 

= I — ^^^^ €3 I + {€3 — X) — ■ 

€ — X \e — ei / € — ei s — x 

und daher: 

XI X2 / XI X2 



dx 1 dx 



/ x« dx r X« dx ^ / eei ^\\ C 

R (x) J R (x) ~" V e-£i / j J 'fR {x) ' J SR (x) 

XI X2 j 

e* 1 / (ei — x) dx I ei — x dx f 



[ j / (gl — x) dx / gl -- 

g— gT j J (g — x) SR (x) "•" J € — X SR (x) 

f xi(0) X2(<^) 

XI X2 



/ . / g8 X , / . / g8 — X , 

■*" J V — (gl — X) (g2 — X) ^ + J V — (€1 — x) (g2 — X) ^' 
Xl(Ö) X2(0> 

Die beiden ersten Summen von Integralen der rechten Seite sind Vielfache von t. Auf 
die beiden letzten Integrale wenden wir die Substitution an: 

X — gl = (g2 — gl) z*, 

e2 — X = (g2 — gl) (1 — z«), X« = ^^ — ^' , 

€3 — X = (gS — gl) (1 — X» Z8), gS — gl 

dann wird: 

X z 

„ r rv/ T"" ,, r dx = fjJE^ dz := E (u) - E (u(o)), 

2 V»— gl / ^ — (gl — x) (g2 — x) / ^ 1 — z« 

i(0) • a(o) 

wenn u das elliptische Integral erster Gattung, E (u) das elliptische Integral zweiter Gattung 
bezeichnet. 
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Man erhält dann: 

XI X2 

X» dx C x^ dx 2k v/T 




+ I __ { y (C + 68) — 668 ) t 



R(x) • J R(x) ^ 

+ 2 W^€3 - €1 j E (ni) + E (u2) — E (ui^) — E (02(0)) ! . 
Das Additionstheorem der elliptischen Integrale zweiter Gattung lautet: 

E (Ul) + E (U2) = E (Ul + U2) -f X» S (Ul + U2) S (Ul) S (U2) 

mithin wird: 

a = < — h ((J4 + dö — e — €3) (^4 db — €63) > t 

l~r~, r ( , ^10 ^01 (b) &n (s) e\i (s — b) — e ki (s + b) 1 
_ ^ A («, _ ei) j £ (a) + ^-^ ^ — j^ ^ ^ ;;^ ^ ^[ + const. 

l -;9-oo d^n (b) ^1 (s) e ^11 (s - b) + e ^11 (s + b) 

Wo: <r = (To + k % /A (fs — ci) t 

V ^ 

ao = ui(<» + U2W 

T r=: TO + k 



^'(•-'■'Kr-^M + ^T^Vi 



1 , iJ^oi (vi^o) + b) ^1 (V2W + b) 

TO = log 



2 ^ ^1 (viW — b) ^01 (V2W — b) 
und const. die Integrationsconstante bedeutet. 
In den beiden ersten Fällen wird: 

a = — — l + ky (ds — v) > t 

l~ r \ T^ / X ^Kk) (s) ^11 (b) . ^10 ^01 (b) ^00 (s) e »i^ (s— b) — e ^10 (s+b) , 
— w / (63— 61; . Jji (a) H ^ — = — } + const. 

( S^i (s) ^10 (s) ihfi ^11 (b) ;^io (s) e Sm (s— b) + e *oo (s + b) 

Wobei die Formel angewendet wurde: 

E (<r + K + iK') = £(<?)- "°"" g • ^^"^ g + £ + i (K' - E'), 

cosam o 

wo E das vollständige elliptische Integral zweiter Gattung mod. x, K' und E' die vollständigen 

Integrale erster und zweiter Gattung mod. x' bedeuten. 

Im dritten und vierten Falle wird: . 

O = / -^ + -^ (68 — ds) (d2 - V) t 
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- ^M«, - e.) L (g) + ^'^ ^" ^^) ^" ^^^ A. (8 - b) + e'^^U (8 + b) L cox»t. 

( ^00 *oi (b) *)i (s) e -^01 (s — b) — e ^1 (s + b) ) 

Die Constante ist in allen vier Fällen gleich dem Werte der geschweiften Klammer, wenn 
man in derselben o dnrch ao ersetzt. — Schreiten wir nun zur Darstellung der einzelneu Fälle: 

Erster Fall: di <^ xi <C d^ <^ 62 <C ^ <C di = ds. 

Dieser Fall tritt eio, falls n = 0, < 1 < 1. 

Es ist: (J4 = ld2 + mdi = di + 1 (62 — cfi) = da — m (^2 — dt) = -^ + v. 

Man setze: öi — x = {di — Sa) §^, ^ J4 — di . 

^ — • « — *i 

dl — X = [04 — dl) if^ 



d2 —x = {62 — dt) f», 



X* d? = 



d» 


dl 


d» 


dl 


ds - 


dl 


d* 


dl 



a'* 



ds — X = (rfs — dl) xp^; ds — di 

Dann wird, falls man der Kürze halber schreibt: i, k = di dk. 

y/i»2.1, 3 y/2, 3 ^2,3 

^^ ^ ' v "3~r gi2_g,2 ^' "1' ^* V'«' — ^« ?^ ^^ ^^' (' 






,2 



^2 



'2 I I 

^t t]t f2 — ^l T]l ^1 {» 



^« 



2 



|l 772 f 2 — ^2 ?^1 ^1 U 



^2 ??2 f 1 §1 71 ^2 ^ ' 



^ 



2 



ii 



2 



^2 Jy2 ^2 xph gl J^l ^1 ^2* 



k k k 

n = — — . ai, V = — — . 02, w = -— - . «3. 

Ai Dl Ci 
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V ABl Ci 3. 2 fi2— &« 



k / Cx-Ai ._3J_ rp.^ j |,,, ^,_|,,^^, ) 

V BCi Ai 3, 2 li" — §»« I ) 

r = ik \ /-BLIIj^ . -VI !___ 1 |2 m C» V»* — |i V* ?i V«" ! • 

V CAi Bi 3, 2 |i« — |«M / r I 

p' = ik V^ • 2' ^ -^ 1,8 _ 1,2 i ^ »7« f« - ^1 ^ ?i ]' 



ß = i y/ X 2 rji rp^ y = V^T ' \pi . xp%. 

v/3, 4 /vT" 

Führt man in diese Ausdrücke Thetafunctionen ein, so wird, wenn: 

, , . / Bi — Ai x 
^ C Bi Ai 



^ Bi — Ai 



= -^^V«^kfÄr 




f^ ^U-^^ -\ 

VC N/\C B/ 

\~c T) ("b ÄTJ 



N B 



1 , m . y I k B 

H ^ C(>=arg sinam 




A C 



k I 7~T r~\ ( „ . ^ *" (s) *oo (s) 



a = 



'-\/«(4r--ir)h'")- 



Ai V ^ l Ai Bi 7 ' ' 'S»! (s) *io (s) 



^10 ^1 (b) »00 (s) e »10 (a — b) — e »lo (s + b) . 

+ »00 »11 (b) »10 (s) ■ r -T ^ "•" *'*'°'*' 

e ^00 (s — b) + e ^oo (s + b) 

, . T -T 

ß — K IQ /_i \\ _*?L e ^11 (s — b) — e »n (s + b) 

V V Ai Bi / T -r 

^10 e ^00 (s — b) + e ^oo (s + b) 



V \ Bl Cl / T -T 



^10 e v^oo (s — b) + e 9^ (s + b) 
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-T 



ai 



_ ^10 e ^10 (8 — b) — e ;»io (a + h) 



a2 



OS 



/f 1 = 



/J2 = 



ßz = 



yi = — 



ya = 



ys = 



^0 
^01 



Sxio 



^00 



T 

e ^00 


(8 


-b) 


+ e ^0 


(s 


+ b) 


r 
e ^01 


(8 


-b) 


— e ^01 


(8 


+ b) 


T 

e ^9m 


(8 


-b) 


-T 

+ e ^00 


(8 


+ b) 






^00 (b) ^^00 (s) 







T -T 

-^Do e -d-oo (s — b) + e ^oo (s + b) 
^01 e ^01 (s — b) + e -^o (s + b) 



T -T 

Ä»o e ^0 (s — b) + e ^oo (s + b) 

T -T 

&LQ e ^10 (s — b) + e v^io (s + b) 



T -T 

r^oo e ^w) (s — b) + e ^w (s + b) 
2 ;!^ll (b) ;^ii (s) 



T -T 

^0 e ^00 (s — b) + e r^oo (s + b) 
2 ^10 (b) .'^lo (s) 



-T 



e '^oo (s — b) + e ^o (s + b) 
__2 ^1 (b) ;!^oi (s) 

1^00 e ^00 (s — b) + e ^oo (s + b) 
e ^00 (s — b) — e ^oo (s + b) 



e ^00 (b — b) + e S-qb (s + b) 
k k k 

U = öl. V = — : «2, W = — 03. 



Ai 



B: 



= 2k\J- 



Ci — Bi 



^10 



Ci 
düo (b) ^01 (s) 



ABl Ci T -T 

' *oo« e -;9-oo (8 — b) + e ^0 (s + b) 



V BCi 



— Ai ^1 
Ai 



^00 (b) »1% (b) 



T -T 

^10 dt)o e ^00 (s — b) + e -S-oo (s + b) 



r = 2k 




r -T 

Ai ^1 »10 e »11 (s — b) + e »ii (s + b) 

Bl T -T 

»00« e »00 (s — b) + e »oo (s + b) 
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»' = 2k (-^ ^) y^ c (— - ^-) -^ ^10 (b) »n (b) 



= 2k J-\/ B (-^ ^-\-^ 

N V "^ ^ Ai Ci ^ 



»M^ e ^w (s — b) + e 5w) (s + b) 
■»10 (b) dxM (s) 



T -T 

^10 e ^00 (s — b) + e -»n (b + b) 



, _ 1 % / /_J; 1_\ ^01 e ^n (s — b) + e ^ii (s + b) 

^10 e ^00 (s — b) + e ^ (s + b) 

Zweiter Fall. 

rfi <C XI < da <I rf* < X2 <[ <J5 = As 

Cl < XI <C €2 < €3 < X8 <C € 

_1 1_ 

n = 0, 1 < 1 < -^^- —' 



A B 

04 = —^— + y = 1^2 + mdi. 

N 

Man setze: 

dl -. X = (dl - d2) g^ ^2 ^ ^'- ^^ = -i-, 



d2 — X = (da — dl) ?7^, ^2 _-- 
d* — X = (d4 - dl) f«, 



d4 


dl 


rf* - 


dl 


ds 


Si 


Si — 


dl 



1 



ds — X = {ds — dl) if/'; da — d 



o « f» — VI A B 



A C 

wo: < ^« < 1< A_ = 1< 1,3 < _i.^. 

x^ X* a* 

Es wird : 

«= V-m-^'-^*' a« = i v/5II . ,1 r;,, ^= i/AJ_.?i.f.; 
*J» J- o, 2 3, 2 

^ . . /4, 1 . 3, 1 Vi V« ) t >- fc >• I 
^ 3, 2 . 3, 4 §1« — §2« ( ' b / b j , 
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, / 4, 1 . 3. 1~ V» V« ) t ;- t r I 

V 2, 1 . 3. 4 -^^i ^' '' ^' - ^' '' ^' [ 

/ 4, 1 ■ 3. 1 ■ 3, r V>xV>« j g, f, _ g, ^ 

V 3, 2 . 3, 4 . 2, 1 li« — I«« I ' ' 

/ 4, 1 . 3, 1 

V 3, 2 . 3, 4 f 1« - 



— — I I« >^ J» yji* — |i >^i fi tfn* 

§2^ 



.1 Ci - Bi 
V ABl Ci 


4, 1 . 3, 1 
2, 1 . 3, 2 


. / Ci — Ai 
V BCi Ai 


4, 1 . 3, 1 
2, 1 . 3, 2 



^' V^ i |. »?iCi-^i?«?« j, 

r = ik \/ Bi — Ai 4, 1 . 3, t 1 j |, «, ^i w,i» _ |i «i j, w,, 

V CAi Bi 2, 1 . 3, 2 |i»— ?»* \ 

p- =ik ^nrr A^ j^j I. ^ c. - 1. ,. f. j. 

q' = ^ "*■ 3, 1 . V« V«» r' = — 4. 1 • ?i ?»• 

/j = i v/T-4^ £i ?», y = v/T-l^ ^i V». 

v/3, 4 v/3, 4 

E8i8t:a = ao + k\/-^(-^--^) ' *' 



T = f» + k \/ IC /-^^ ^\ {^-^ + 



v/-(4r-i-)j^ 



N B A 




A )( N 



1 , m . % / A N 

H 1 to:=arg smam^ 



A C 

h / .„ / 1 TT I „ , ^x ;»ii (s) ^ (s) 

'9oi (s) ^10 (s) 

T ~T 

^0 ^t (b) »w (s) e »10 (s — b) — e ^lo (a + b) , 

+ ^ »11 (b) »10 (s) ' ~;^ ~ ^ + *^°«*- 



Es wird: « = "^ t - \/ IC ( -^ -"ir)! ^^''^ ~ 



e ^ (s — b) + e ^K)o (s + b) 
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ß 



= \/-(¥H=) 



T -T 

^01 e ^1 (s — b) — e ^i (s + b) . 



T -T 

^00 e -^00 (s — b) + e ^oo (s + b) 



= V^(4r-^) 



^1 *ib8 (b) 



*oo (s) 



T "X 

-^10« ^01 (b) e ^ (s — b) + e doo (s + b) 



tt\ 



T -T 

^00 e ^10 (s — b) — e ^lo (s + h) 



-T 



^10 e 1^00 (s — b) + e ^o (s + b) 



-T 



crs 



_ ^01 e -»11 (s — b) — e ^n (s + b) 



CO = 



/*! = 



ß* = 



ßi = 



yi = 



Y* = 



*10 


T 

e ^0 


(b — b) + e ^ (s + b) 


2 




^10 (b) ^^ (s) 


^10 


T 

e -^ 


1 

-T 

(s — b) + e ^00 (s + b) 


^01 


T 

e ^11 


(s — b) + e **ii (s + b) 


*10 


T 

e ^0 


(s — b) + e ^ (s + b) 


— *00 


T 


(a — b) + e ^10 (s + b) 


^10 


T 

e ^00 


(s — b) + e ^ (s + b) 


2 




^n (b) 9oi (b) 


^10 


T 

e ^00 


(b — b) + 7^ (s + b) 


2 




&w (b) ^10 (b) 


^10 


T 

e ^00 


(b — b) + e'i^oo (s + b) 


2 




Sx,i (b) »n (b) 



y» = 



u 



T -T 

^10 e ^00 (s — b) + e O-oo (s + b) 

T -T 

e d'oo (s — b) — e ^o (s + b) 

e ^00 (b — b) + e &09 (s + b) 

k k k 

ce, w = — ^ — OS. 



Ai 



OPl, 



2k 



/ 



Ci — Bi 
ABl Ci 



m 



Bi 
1 



Ci 
»10 (b) &n (s) 



doo * -T 

e ^ (b — b) + e &w (s + b) 



4* 
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== 2k /K^li. . -" -1 



BCi Ai 1 *w 



~ V C Ai Bi 1 







^10 (b) 


*ii (s) 








T 

e ^00 


(8 


-b)- 


-T 

— e ^«0 


(8 


+ 


7 


T 

e ^1 


(8 


-b) 


-T 

+ e doi 


(8 


+ 


b). 



— m ^1 

e ^00 (s — b) + e ^^oo (s + b) 



^■=-(-^-^)\/^(-f-i-) 



^0 (b) iho (b) ;^)i (s) 



T -T 

-^10 . ^1 (b) e ^^ (s — b) + e ^w (s + b) 



'• = --ivMT-^) 



^1 (b) ^00 (s) 



T -T 

^01 e ^0 (s — b) + e «^ (s + b) 



-T 



.- _ t ^ 1 / / 1 _ 1 \ -^01 e ^1 (s — b) — e ^1 (s + b) 

^00 e ^00 (s — b) + e ^oo (s + b) 
Dritter Fall. 

dl <C. XI <C ÖA ^= di <C Xi <^ ds <C ^». 

JL 1_ 

— — <1<1, m = 0, = n< 



1 




1 


c 




B 


1 




1 



CA C 

M 



Man setze: <Ji — x = (<Ji — ds) |*, 



^6 — X = (ds — dl) ly", 



* — X = (ds — 3i) f«, 



X» = -^ ^ = 1, 



a» = 



ds 


— 


dl 


d> 




dl 


ds 


— 


dl 



d» — dl 

"B A 



1 

c 


1 

A 


1 


1 ' 



02 — X = ((J2 — dl) t^*; a = sinam (w + iK'), 

< ii« < -^ < 1»' < 1 ' ^ 



X* a* X* 



Dann wird: 



Ol 



/ 571 / 2, 1 / 3, 1 ^ ^ 
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V 5, 2 |i« — 12« j ' ( 

/», = / 2. 1 . 3, 1 1 ) ^^ ^ g _ . ^ j 

V 5, 2 . 3, 2 |i* — §2« ) ^ ' ^ s / b v" j 

^ . / 2, 1 . 2, 1 Vi ^« i jf .- ,. !- I 

^' 5, 2 . 3, 2 |i» — I2M ' ( 



^ ^ V'Iri' g.2 - g,« { ^' '^ ^' ^'' ~ ^* "?* ^' f"' ' 

. . r2, 1 . 3, 1 t(»i V» I t >- t ^ ( 

»^ = V 5,2.3,2 -#:V| ^* '' ^'~^''' ^' r 

^ = V ö! 2 . 3! 2 gx^ - ft^ } ^' ''' ^' ^*' - ^' "^ ^* ^^* 

p = ik J C» - Bi 2^^ ^^ V« j gl 71 C» - §« »72 ?i I , 

V ABl Ci 3, 2 gl" — ga« \ ) 

q = k \/.9LZzAL. ^' ^^ 1 j g2 «1 ^2 tpi' — gl «2 f 1 V«* ! . 

V BCi Ai 3, 2 gl« — g2« I ) 

r = ik . /_B» - Ai JJ. V'i V>» j g3 ,1 Ci - gl ,j2 C2 I, 

V CAi El 3, 2 |i* — §2» \ ) 

p' = ik^.2,iVTr^|y^}"^Mi?"-^i^fi}, 



Ä = i V — 2, 1 . Vi V«. y = ^ rr • 5, 1 »?i »?2. 
'^ 5, 2 ' 5, 2 

Bedeutet: a = ffo + k V • *» 

*^ B Ci Ai 



= •. - ^B (^ - ^) U.(i.i) v/i|-^lü^L 



( B A /( C A / 
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iO = 



iK' + arg «in am 




so wird: « = 



\/»(i--^)h« 



;»io -»11 (b) S-n (s) e ^ii (s — b) + e ;>ii (s + b) ^ 

+ \ + COQSt. 

^0 ^01 (b) ^01 (s) e ;^oi (s — b) — e ^1 (s + b) 



' = '\/^i-ir-t)-- 



»n (b) ;^ii (s) 



-T 



= VB(i-^) 



^01 e ^01 (s — b) — e ^oi (s + b) 

T -T 

^10 ^1 e ^10 (8 — b) — e -^lo (s + b) 
^00» e ;^oi (s — b) — e ^1 (s + b) 

-T 



ai 



— ^^0 e ;»ii (s — b) + e ^u (s + h) 

T -T 

^00 e ^1 (s — b) — e ^i (s + b) 



«2 = 



*io (b) ;?ii (s) 



-T 



■doo e ^01 (s — b) — e ^oi (s + b) 



-T 



03 



-^1 e ^00 (s — b) — e ^oo (s + b) . 



ßi = 



-^0 e ^1 (s — b) — e ^i (s + b) 

2 ;^oo (b) ;;^oi (s) 



-t 



^00 



e ^01 (s + b) 



-T 



ß2 = 



ßs = 



yi = 



e -d-oi (s — b) — 

T 

e ;»oi (s — b) + e ^oi (s + b) 

T -T 

e ^1 (s — b) — e ^01 (s + b) 

_2 ^11 (b) ^10 (s) 

•^ e ^01 (s — b) — e Sm (s + b) 

T -T 

-^01 e ^00 (s — b) + e ^^o (s + b) 



-1 



T -T 

•^00 e ^01 (s — b) — e ^i (s + b) 



ya = 
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^11 (b) ;^oo (s) 



T -T 

^00 e -^01 (s — b) — e ^i (s + b) 

T -T 

_ ^10 e ^11 (s — b) — e ^u (s + b) 

i9t)o e ^01 (s — b) — e ^oi (s + b) 

k k k 

u = ai, Y = «2, W = «3. 

Ai Bi Ci 



=2kvq 



— Bi ^01 ^10 (b) ;^io (s) 



ABl Ci &w^ X -T 

e -^01 (s — b) — e ^1 (s + b) 



I T -T • 

— t v/ Ci — Ai ^i ;»io e ^10 (s — b) + e ^lo (s +' b) 

^~ ^ BCi Ai ^^K)« T -T ' 

e ^01 (s — b) — e ^oi (s + b) 

._ 9t ,/ Bi - Ai ^10 ^10 (b) ^01 (s) 

r _ ^K y c Ai Bi ^oo« t -t 

e ^1 (s — b) — e ^01 (s + b) 

p' = 2k ^-i ^\ v/n B/-i Ü ^" (^^ ^ (^) ^i?) 

^9w . -;^n (b) e ;9x>i (s — b) — e ^1 (s + b) 



/ T -T 

, X \ / l 1 \ *)i e -»10 (s — b) — e ^lo ( s + b) 

^ = '^ V -§- ("IT ~ "ct; i ^~; ' 

»10 e ^1 (s — b) — e ^1 (s + b) 

^ ;^oi e 9(^1 (s — b) — e ^i (s + b) 



Tlerter Fall. Ji < xi < di = da < X2 < Js < ds 

l<l<oo, m = 0, — QO<n<0. 

dt = nrfi + Icf», 

Man setze: 

dl - X = ((fi - ds) $«, 



dz — X = (ds — <fi) if^ 



1 n 1 
M A C 


• 




, dz — dl 
dt — dl 


1 

— 1 

1 






1 


1 


« dh — dl 
d? 

da — dl 


. 1 ^ 
1 


c 
1 



<J5 — X = (* - <Jl) C», 

A B 

<J» — I = (d« — dl) V*; ^8 „g _ ^» — Ji 

oa — dl 
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Dann wird: 



^ 3, 1 . 5, 2 §1« — §2* 1 ^ ^ ''* ^* "?' ^* j ' 
^ . . /2, 1 . 2, 1 . 5, 1 1^1 V» 1 ^ V. . ». / 

''^ = ^ V 3,1.3.2.5.2 T^-^ j ^* ''' ^' - ^' ''^ ^^ ! ' 

y. = i v/2J_^5ü_ _.}tJ^ ! ^, ^. ^, _ |, ,, ^, (, 

^ V 3. 2 . 5. 2 ll» — |2=* ) ' ( 

. / 2. 1 . 2. 1 . 6, 1 1 ) t ;- . . t ,- A 

''= ^ xr:3rrr572 ~ i;^::^^ ) ^' '^ ^^ ^* - ^' '' ^' ^'^ ^ 

., ./ Ci — Bi 2, 1 . 5, 1 tpi tpt ) t ^ t ^ ( 

P = '^ V ^bTcT 3. 1 ■ 3. 2 1^-V 1 ^' "^ ^' -^^^^^'[ 

•1 = ^ v-iBcrÄr 3. 1 . 3. 2 i^i-^r^P* "^'^ ^' '^' - ^' ''^ ^' ^" r 

r = ik J -iT^'At AllJUr ^^Vl_ j ^, j, _ ^, f, j; 
»^ CAi Bi 3, 1 . 3, 2 |i« — ^2« ) ' !» / s> I 



p' =ik ^/ x.6,1 AJ__yu|_j I, ,, f, _ |, ,, ^, |, 

q' = k — 5, 1 . ?i g», r' = ik 2, 1 . Vi V«- 

/* V 5, 2 /* V 5, 2 



V5, 2 ^572 



Es wird ferner: 



ff = 00 + k 



^j^-(A i_\.t, 

B V Ai Ci / 
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» = w + k 



'/ / 1 




(O 



= — iK' + arg sin am 



( B C M B 




V B A / V M 


'S- 



iy 



B 



und mithin 



« = 



v/>B(ir-i-)|'« 



T -T 

^10 ^11 (b) ^11 (s) e ;»ii (s — b) + e ^ii (s + b) 
+ ~ \ + const« 

T -T 

*oo ^01 (b) ^01 (s) e ^1 (s — b) — e ^1 (s + b) 



^ = ^\/^{-t-ir) 



»n (b) 



;>it (s) 



= V-a-^) 



T -T 

e *oi (s — b) — e *oi (s + b) 

T -T 



;^i (b) 

e ^0 (s — b) — e ^o (s + b) 



ai 



e ^01 (s — b) — e ^1 (s + b) 

T -T 

^00 e *ii (s — b) + e ^ii (s + b) 



02 



^10 e ^01 (s — b) — e A)i (s + b) 
2 ;^o (b) ^11 (s) 



03 = 



•^10 
^1 



/*! 



T -T 

e *oi (s — b) — e ;^i (s + b) 

T -T 

e ^10 (s — b) — e ^lo (s + b) . 

- :i ' 

*io e *oi (s - b) — e ^1 (s + b) 

2 ^10 (b) .%i (s) 



-T 



^10 e *io (s — b) — e *io (s + b) 



-T 



ß» = 



ß» = 



e -^01 


(8 





b) 


+ e 


*01 


(8 


+ b) 


T 

e *oi 


(8 


*n 


b) 
(b) 


— e 


•T 

(8) 


(8 


+ b) 



T -T 

*io e doi (s — b) — e *oi (s + b) 



• • ■ - 






• » 



yi 
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^01 e ^10 (s — b) + e y%o (s + b) 



y2 = 



T -T 

*io e ^01 (s — b) — e ^oi (s + b) 
— 2 ^1 (b) 1*^10 (s) 



T -T 

^10 e ^01 (s — b) — e ^i (s + b) 

T -T 

-ftw e *ii (s — b) — e *ii (s + b) 



' T -T 

^10 e ^01 (s — b) — e A)i (s + b) 

k k k 

u = ai, V = «2, w = — - — «8. 

Ai Bi Ci 



::.:2k/ 



Ci — Bi ^01 dx)o (b) ^00 (s) 



, 



ABl Ci ;^io2 T -T 

e ^01 (s — b) — e ^oi (s + b) 



-T 



1 -1 

— t t / Ci — Ai ^t »» e ^w (8 — b) + e ^ (8 + b) 

~ ^ BCl Aj «•lO« T " -t: ' 

e ^1 (s — b) — e *)i (s + b) 



_ / Bi - Ai _5>w »00 (b) ^1 (s) 

r — -Jk y c Ai Bi »10« T -T 



e »Ol {s — h) — e ihi {s + b) 



= ^(i-^)\/B(i.--i-) 



T -T 

^01^ ^10 (b) e ;»oo (s — b) + e ^oo (b + b ) 

^^10« ;^ii (b) T " -T 

e ^01 (s — b) — e ^1 (s + b) 



^■=^mir-t) 



T -T 

.^2 e ;!^oo (s — b) — e ^00 (s + b) 



e ^1 (s — b) — e ^1 (s + b) 



V A C /V V Ai Bi / ^00 



-T 

e ^01 (s — b) — e *oi (s + b) 

In den fünf übrigen Fällen geht je eine der beiden Hülfsveränderlichen in eine Constante 
über. Da sich hierdurch die allgemeinen Formeln wesentlich vereinfachen, so mögen diese Fälle 
zunächst gemeinschaftlich behandelt werden. 

Wird eine der Veränderlichen gleich €, so lautet die Differentialgleichung der anderen: 

-i^-=2k v/T. i-ZH-L .dt, 
91 (x) fi 



wo: 91 (x) = V — (ci — x) («2 — x) (ö — x), €t < X < «» < a>. 



• • • • * • 



— 35 



Das Integral derselben wird: 

X 




dx rti /~r * — ^ + 



JR (x) fi 

€1 

falls man als Nullpunkt der Zeit einen derjenigen Zeitpunkte wählt, für welchen x = «i ist. 

€2 — €1 



SO wird: 



Setzt man: x — «i = («2 — ei) z^, x^ = 

es — €i 

X 7, 

dz 




dx 



/ CS — €1 ./ 1/(1 



3i (x) ^/ e, _ j, ./ /(l _ 2*) (1 _ x« Z») 

Z 

und falls t = I ~ '' z = sm am t, 

J y/(l - z') (1 - x»* z*) 



SO lautet das Integral: 



— 1, ./ 3 /-eo _ c.^ e — V 



T = k V A («3 — €i) _r — . t. 

Es wird: x — ei = (^2 — «i) sin^am t 

€2 — X = {€2 — €i) cos^ra T (mod. x). 
63 — X = (es — «i) ^^am t. 



5. 


Fall: 






rfi - 


= XI -^■ 


J4 < d 2 < 


X2 


<d6 < 


ds 
















e 


< 


et < 


X 


< 


C2 < 


es 










1 — 







m < 


1 


n< 


l 




m + 


n 


1 




X 


3i 


— {6s 


— 


m •■ 


6i 
ÖS 

sin^am 




n = 
— k 


dl 


ds 
ds 


dii 
— d» 








' V/A 


, (ds 


-d»; 




3i 


X 


— {ds 


— 


- ii) 


cos^am 


T 


t 


J. 


1 


^ 1 




1 \ 



<J3 — X = (ds — <f2) -^^am t ^2 __ ^^j 

Führt man diese elliptische Functionen in die oben angeführten Formeln ein, so findet 

man Folgendes: 

ai = «2 = V m si^ am t aa = ^ am t 

1^1 = — 1 ßi = ß» = ' 

yi = y2 = — J am t ys = V m sin am r. 

5* 
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V Bi ^ Ci V I Bi V Bi Gl / 

ß = -— t - \/ A (— ^\ E (x). 

Bi V V Bi Gl / ^ ' 



cos am T. 



k / — . k 
u = 0, V = ym sin am t, w = Jam t. 

Bi Ci 



6. Fall. 



= — k \/ 1 1 . cos am T, q ^:= 0, r = 0. 

V A V Bi Ci / ^ 



1=0 m>l u<0 m + n = l. 

dö — Si dz — 06 

m = u 



ds — di dz — 02 



Man setzt: 



X — d« = (ds — <Jä) sin^am % x: = k \/-^(— ^^—\ t 

^ rji A\ st V A \ Bi Ci / ' 

as — X = (08 — 02) cos^aai t 1 



rfö — X = (^5 — <f2) //*am T 



X 



m 

Es wird: 

ai = aa = sin am t 03 = cos am t 

/Ji = 1 /?2 = i^s = 

yi = y2 =:: cos am t ys = — sin am t. 

T^ , ( sin^am t cos%m z I ,lm n /l 1\>9 
Da = k { + } = k l + ml ] J^Q.m % 

I Bi ^ Ci i ( Bi Ci V Bi Ci / 

/J = 0, y ~ y mA /— — j//am t, 

u = 0, V = sin am t, w = cos am t; 

Bi Ci 



V A V Bi Ci / 



0, r = 0. 



7. Fall« dl <a xi <C ^4, <C. di = X2 = 05 <C ^3 

€1 <! X <I «2 <C « <C ^2. 

1 < 1, m = 0, n < 1, 1 + m = 1. 
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l = 



^4 — dl 
öb — dl 



n 



Man setze: 
X — rfi = (J4 — dl) sin^am x r = k 



ds — dl 
di — V 



Jl (Js —dl) . t 



^4 — X = (^4 — dl) cos^am t _-- j^ » / ^ / ^ L_ | 

V B V Ai Ci / 



. t 



(Ja — X = (rfs — dl) ^*am t x^ = 1. 
Es wird: 

ai = V 1 . sin am T 



/?i = — ^am T 
yi = 



«2 = «3 = ^am T 

ßi = i^s = V 1 • sin am ^ 



0. 



Da = k < — — sin^am t H — - — J^ am t . 
i Ai Ci \ 



y« = — 1 ys = 

/ Ai V Ai Ci / 



^am T 



tt = t 

Ai 



v/'-a- ^)^« 



^ = v/>B(^-^). 



COS am T, y = 0. 
__ k 



u =: V 1 sin am T, v = 0, w 

Ai Ci 



//am t; 



p = 0, q = k \/ I I . cos am T, r = 0. 

^ ' ^ V B V Ai Ci / 



8. Fall. 



dl <C XI <C d% <i dl =^ 

1 m < I n = 

^6 — dl 



xa 
s 





1 = 



< €8. 

1 + m 
da — dö 



= 1. 



da — di 



m 



da — dl 



Man setzt: 
X — dl 



{di — dl) sin^am t ^ _ ^ /a (dö — di) 



ds — V 



di — X = (da — dl) cos^m z 



\^{ir--t)- 



di — X 
Es wird: 



2 



= {de — dl) ^2 am T * — 



1 



ci = sm am t 

/?i = 

yi = cos am t 



ai = cos am r 

/Ja = 

y2 = — Sin am x 



OS = 
ß$ = 1 
ys = 0. 



J 



38 — 
Da = k l : + ;; } = k l~r- + — 1 l- ^1 z/«am t 

>l V Al Dl / 



k k 
u = sin am r, v = cos am t, w = 0. 

Al Bi 



p .= 0, q = 0, r = k ^pL-(J^ ^-\ 

V C V Al Bi / 



^am T. 



In den Fällen 5 bis 8 bleibt eine Hauptaxe in unveränderlicher Richtung. Diese vier Fälle 
sind von denjenigen nicht wesentlich verschieden, welche Thomson und Tait beschrieben haben. 

9. Fall. 

dl <! XI <^ (Ja <I (^4 = X2 = (Js <I <J3 
«1 < X < €2 <C « <C €3. 

Alle bisher betrachteten Fälle zeichneten sich dadurch aus, dass eine der Constanten 1, 

m, n verschwand. In diesem Falle verschwindet keine derselben, aber es besteht, abgesehen von 

der Beziehung 

1 + m + n = 1 

eine zweite Gleichung zwischen diesen Grössen, diejenige nämlich, welche besagt, dass die Wurzeln 

der quadratischen Gleichung 

1 + E + ___5 :^o 



d — dl d — di d — ds 

einander gleich sind. 

Die^e zweite Beziehung lautet: 
j 1 {02 + Sü) + m {03 + dl) + n {dl + 62) T = 4 j Id« J3 + mcTsdi + ndid« j 
und wenn man die Constanten des Körpers einführt f 

j lA(B + C) + mB(C + A) + nC(A + B) j' =4ABC | lA + mB + nC |i 
oder a uch: 

/^(T-^7 - /»Ti^-'-f ) - ^ T-F^-H = «■ 

Es wird: <f* == -EJüL Si + -A+_L J, + ^ + " ds = -t- + « 

2 2 2 N ' 

falls: J_ = °'+° -1- + -E-±J_ ^_ + 1 + m 1 



N 2 A 2 B ' 2 C 

Setzt mau: x — di = (3s — di) z*, z = sin am t, 



N V V Al Ci / 



9 = 

2K 



I 



Al Bi I ) Al Bi 

a = k(~L+ ^).t- Jic(^ ^-) E W ^ 

V Al Bi / V \ A, Bi / 

ß = 0, y = i/ IC (— —\ . Jum T. 

^ V Al Bi / 



i 
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ü A B ,g B C 

X = — : r-' X* = 1 so wird: 



/— - *u (q) *, *io (o) *, — ^ (o) 

*" — V 1 -7^ — TT c« = V— m - ;\ 03=^11 



Man findet: « = " j ^ - -^7- f ~ "^ V ^ (^ " "07) ^ «• 



k k k 

11 = ai, V = Of2, W = 03. 

Ai Bi Ci 



Es wird: 



* ^ / Ci — Bi ;»!! (e ) */ - -. / Ci — Ai ;»io (g) 

* / * 

r = k v/ - Im \/..gl - ^^ ^^ (g) . p' = JL- VA A . V^-lmn • 

V CAi Bi ^01 (q) fi 

Zur Berechnung der übrigen Grössen q', r' u. s. w. sind die oben angeführten Formeln 
unbrauchbar. Dieselben müssen daher in ähnlicher Weise ermittelt werden, wie es im allgemeinen 
Falle auf Seite 10 geschehen ist. 

Es ist: 
P^ = -^ -^ . 3, 2 . 2, 4 . 3, 4 . 1, X, q^ = ^ -^ . 1, 3 . 3, 4 . 1, 4 . 2, X, 

r*^ = — — . 2, 1 . 1, 4 . 2, 4 . 3, X. 

c« A 

Es ergibt sich nach einigen Umformungen: 

p2 + q» + r« = -^ lAJ-\ran + ^ (d* - x), 

(tr V N^ 

so dass: 

p2 + q2 + r« _ p'2 ^ q-2 + ^'^ = ^\^ (di — x). 

Diflferentirt man ai, cw, as, p, q, r nach der Zeit t, so wird nach mehreren Umformungen: 

Dai . Dp + Da2 . Dq + Dos . Dr = y/A \/— Imn (x — v), 

fi N^ V 

Da. ^p + D«. ■ DqJ: Dg . Dr ^ k ^/j^ .VZl^^^ ^"V 
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D arc tang— ä— = y/x /\ % /— Imn — 



\fx 



, . ^ * , , -. . dx 

d arc 



tang— 3^ = \ — Imn 

^ r' 2 (»4 — V V 



3Kx) 



„ . , X — V dl — V dl — V x^a^z* , ds — dt 

Es ist: — = — + -: r- • r-^ — i wo: a^ = 



Sa — X di — dl dl — di 1 — x^ a* z* di — di 

, dx 2 dz 

und: 



dt (x) Y^ <J3 — dl v/(l-z') (1— *' z') 

Mithin wird: 

, V^ V/-Imn ) Jt _ V ^ x^a^z^ ( dz 

d arc tang-^ = — \ g^ _ y ^ l_x«a«z« 



r 



(d4 - dl) v/ds - dl f ''' 1 X a Z ^(l_22) (l_^2 ^2) 



M \/ — Imn n/i — a« V^l — x« a» 

da nun: ■ = i 

(d4 — dl) y/cfs — dl * 
so hat man: 



q' vA V— Imu jj^ dz 

d arc taog — ^^ = 

r' 



X 

+ 



(d4 — dl) \/ ds — dl ^ v/(l— z«) (1— x« z2) 

2 ia v/l — a^ \/l — x2 a^ z« dz 



(1 — x^a^z«) \/(l - z«) (1 — x« z«) 

1 



Man setze: a = sin am (iv + K, x), da: 1 <^ a^ <[ 
Durch Integration ergibt sich dann : 



X2 



n' V^A V— Imn XT 

arc tang -^ = ■ . -^ . t + i il (t, iv + K, x). 

""' {dl — dl) V^da — di ^ 

Es tritt keine Integrationsconstante hinzu, falls man über die Richtung der tj Axe so 
verfügt, dass zur Zeit t = keine Rotation um diese Axe stattfindet. Es kann und soll in dieser 
Weise über die jyAxe verfügt werden. 

Zwischen dieser zweiten Classe der elliptischen Transcendenten dritter Gattung, der Zeta- 
function und der Thetafunction besteht die Beziehung: 



